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Exemplo 9.3 — Preferéncia de Consumidor

+ Amostra aleatéria de consumidores pontuando
atributos de novo produto:
v Respostas em escala seméntica de 7 valores
VX 1 Gosto
V X,: Preco
v X;: Aroma
v X,: Adequado para lanche
V X,: fornece muita energia

N Dados: BD_multivariada.xls/preferencia_consumidor

+ Solugdo por Componentes Principais:

Loadings Estimados
1 < Varincia Especifica
Varidvel en A en A hl [

Gosto 0331 0560 0607 0816 (0,560 +(0816) ' 09791-0979=] 0021
Preo o460l _0777| -03%| -0524 (0777 +(-0524)' 08791-0404=] 0121
|Aroma 0382 0645|0557 0748 (0,645)+(0,748)°f 0,976[1-0370= 0,024
Adequado lanche 0556|0939 -0,078] -0,105 (0,939)’+(-0,205)°<f  0,8931-0493= 0,07|
Energético 0473 0798 0404 -0543(0798)+(-0503° 09321-0493=| o0eg)
[Autovalor 2,853 1,806

57,1% | 93,2%

vV Em geral, uma rotagio pode mostrar uma estrutura
simples (interpretacdo simples)

« Analise Fatorial - Minitab

Copy cl-c5 ml Stat > Multivariate > Factor Analysis &
Print ml Factor Analysis L
Data Display i’l""‘"“‘
Matrix M1
Nk afacan st [T
i,00 0,20 0,96 0,42 0,01 Method of Extracion
0,20 1,00 0,13 0,71 0,85 % Pindpal components " Maamum beihoed
0,96 0,13 1,00 0,50 0,11 TypeofReiaton
0,42 0,71 0,50 1,00 0,79 & el “ € Vorvsax
0,01 o0,8 0,11 0,79 1,00 © Quammax  © CrTomaxwim gamma:

Facxcr Analyss - Options B s:0nge ===

Natx @ Facar Soure® > T swage

Rolaton matix:
| | |

zesdalmatoc 2




« Andlise Fatorial da Matriz de Correlacdes:

Factor Analysis: M1

Principal Component Factor Analysis of the Correlation Matrix

Unrotated Factor Loadings and Communalities

vVariable Factorl Factor2 Communality

1 0,5 0,816 0,979
2 0,777 -0,524 0,879
var 3 0,645 0,748 0,976
var 4 0,939 0,105 0,893
var 5 0,798 0,543 0,932
Variance  2,8531  1,8063 4,6594
a 0,571 0,361 0,932
AN A

LL’ + ¥ reproduz aproximadamente R

« Calculo Comunalidades e Residuos — Minitab:

Let C9 = C6*C6 + C7*C7  # Comunalidades
LetC10=1-C9 # Variancias Especificas
Diagonal C10 M4 # Matriz \Psi

Subtract M4 M2 M5 # Matriz de residuos

Print MS

« Matriz de Residuos:

Data Display
Matrix M8

0000000
0126425
0116968
0201455
0064418

10116968
10204813
0

0,0000000
-0,0165955

Exemplo 9.4 — Acdes New York

+ Taxas de retorno de 5 a¢des negociadas na Bolsa
de New York
v Periodo: jan/75 a Dez/76

- Observadas 100 semanas
v Acoes:

— Allied Chemical

— du Pont

— Union Carbide

- Exxon

- Texaco

\ Dados: BD_multivariada.xls/acoes_NY




« Vetor de médias amostral (X)

rariable

lallied_chemical
u_pont

union_carbide

Mean
0,00543
0,00483
0,00565
0,00629
0,00371

Descriptive Statistics: allied_chemical; du_pont; union_carbide; exxon; texaco

+ Matriz de correlagcdes amostral (S)

fdu_pont

xxon
texaco

nion_carbide

(Correlations: allied_chemical; du_pont; union_carbide; exxon; texaco

allied_chemical

du_pont  union_carbide exxon
0,577

0,509 0,598

0,387 0,390 0,436

0,462 0,322 0,426 0,524

« A variacdo amostral pode ser resumida por uma
ou duas componentes principais?

« Andlise Fatorial - Solu¢@o por Componentes Principais

Vm=1

Vm=2

Factor Analysis: allied_chemical; du_pont; union_carbide; exxon; texaco

Factor Anal

Principal Component is of the Correlation Matrix

Unrotated Factor Loadings and Communalities

variable Factorl Communality
0,783 0.

0,773 0,597

0,794 0,631

0,713 0,508

0,712 0,507

2,8565 2,8565

0,571 0,571

Component Factor Analysis of the Corr

Unrotated Factor Loadings and Communalities
Factor? Communality
0,661
0,806

« Scores dos fatores

n r
0,145| 0,752
san| 1,229
118,10
1132 0677

0433 1,08
1,899 -1,182
10 0109
L] Lee2
0331 vave
-0.892] 1166
050|067
3 L7
1043 0.876
L] eses
o7l 130
10| 13es
o252 -,008
083 -0,613
0813 0,39
1192 4108
1,335 0,017
05| a0m
037 o8
-0126] 0,865
PRy

« Plot dos fatores

Second Facior




« Comparacdo solugdes:

Falures Cumuns

sulugdo

_ Varidvel

Allied Cherival

union carbide
Exxon

Autovaior 2,856

' Componentes obtidos a partir de R

\ % acumulada da solucdo a dois fatores ¢ bem maior
que a da solugdo a um fator

« Matriz de Correlacdes

« Matriz de Residuos: R — /I:/I\j -

Vm=1
\'m

2

VPara m=2 LL’
(principalmente r,s)

Correlation

1
0
0,
0
0

AN
0,028 0,134
0,028 o ),
-0.172
-0,096
0
-0,128
-0.063 0,055 :0,319 0
0,018 0,012 -0,017 -0,231
produz ndmeros maiores

« Interpretagdo:

0,21

Principal Component Factor Analysis of the Correlation Matrix

Unrotated Factor Loadings and Communalities

2

Variable Factorl Factor2
allied chemical 0,783
du_pont 0,773
union_carbide 0,794
exxon 0,713
texaco 0,712
2,8565
0,571

Communality

806

VF ,: fator de mercado

\ representa condicdes econdmicas gerais

\ F,: fator industrial

v contrasta acdes de industrias quimicas e de 6leo e gds

(diferencia setores)

« Em esséncia, mesma conclusdo de ACP (ex. 8.5)




Exemplo 9.5 — Acoes New York
Solugcao Maxima Verossimilhanca
- Taxas de retorno de 5 a¢Ges negociadas na Bolsa

de New York
v Periodo: jan/75 a Dez/76

— Observadas 100 semanas
\ Acdes:

- Allied Chemical

— du Pont

— Union Carbide

- Exxon

- Texaco

 Dados: BD_multivariada.xls/acoes_NY

\ Solucdo por Maxima Verossimilhanca

Factor Analysis: allied_chemical; du_pont; union_carbide; exxon; texaco

Maximum Likelihood Factor Analysis of the Correlation Matrix

Communality

0,503

392
816

Variance 2

2,9876
0,598

\ Solucdo por Componentes Principais

Principal Component Factor Analysis of the Correlation Matrix

Unrotated Factor Loadings and Communalities

Factorl Factor2
,783 0,217

Communality
0,661

0,806
0,686
0,731
0,781

Maxima 2 Principais |
Varidvel L

Allied Chemical 0,687]

Du Pont 0,704

Union Carbide 0,685|

Exxon 0,620)

Texaco 0,782

Variancia 2,434

% Varidncia Total 48,7%

' Proporgio da variancia total amostral padronizada explicada é
maior para a fatoragdo por componentes principais que por
mdxima verossimilhanca

- Componentes principais tém a propriedade de otimizar a variancia

v F,: loadings positivos e grandes

— ndo tanto quanto por componentes principais

\ F,: sinais consistentes com contraste, mas magnitudes em

alguns casos sdo menores

- comparagdo entre Du Pont e Texaco




A

AN
« Matriz de Residuos: R - LL’ - ¥

\ Méxima Verossimilhanca  |m=
-0,004 0,004 0,024 -0,004
-0,004 0 0003 0004 0,000
0,004 0,003 0 -0,031 0,005
0,024 0,004 -0,031 0 0,000
-0,004 0,000 0,005 0,000 0!
v Componentes Principais s:3 sl gesl oo
-0,128 o -0123 0,055 n0mz2

-0.164 -0.123 [} -0,019 -0,017

0,018 0,012 0017 023 0

\ Elementos da matriz de residuos sio bem menores

que aqueles obtidos pela andlise fatorial por
componentes principais

- Serdo escolhidos os resultados da solugdo por mdxima
verosimilhanca

« Importante:

v Os padrdes dos loadings fatoriais iniciais estdo
restritos pela condig@o de unicidade da estimativa de
L"PYL=A

 Padrdes fatoriais tteis frequentemente ndo sdo
revelados até que os fatores sejam rotacionados

Exemplo 9.6 — Declato Olimpico

+ Estudo de escores olimpicos de decatlo
(Linden, 1977)
v 160 observagdes multivariadas (139 atletas)
V Periodo: 1948 a 1976
v Escores padronizados para cada um dos 10 eventos

' Andlise Fatorial de R por componentes principais e
por mdxima verossimilhanca

 Dados: BD_multivariada.xls/decatlo




VA distribui¢do dos scores padronizados sdo normais
ou aproximadamente normais para cada um dos 10
eventos (Linden, 1977)

\ Varidveis:

X,: 100 m rasos

X,: Salto em distancia
X;: Arremesso de peso
X,: Salto em altura

X5: 400 m rasos

X4: 100 m com barreiras
X;: Langcamento de disco
X,: Salto com vara

X,: Lancamento de dardo
X,0: 1.500 m

+ Matriz de Correlagdes

Matrix M1

 Hi correlacdo potencial entre scores sucessivos de

atletas que conclufram a prova em mais de uma
Olimpiada

- Efetuada andlise usando 139 escores representativo de
cada atleta

- Escolheu-se aleatoriamente um dos escores dos atletas que
participaram de mais de uma Olimpiada

\ Solucdo por Componentes Principais

Factor Analysis: M1

\ Solucdo por Miéxima Verdésimllhanca

Maxinum Likelihoo

Unrotated F




C Principais | Méxima |
L

Variavel

|100m rasos
Salto em distancia
Arremesso de peso
Salto em altura

400 m rasos.
100 m barreiras|
L disco

0724|0276
0,660 0,340]

Salto com vara

L dardo ) 0439 0372 -0235| o0574] 0426 0392 -019] 0058 0214 0,736
1500m X “0,5%| 0,658 0,279 o,@l 0,112 0440 -0,864] 0,946 0,054]
Variancia 3787 151 1,114] 091 7,33 2379 1,8% X 6,037]
% Variandia Total 379%| 1520 111%] o1 73,34 238%| _183% 126 56w 604%

« As solugées dos dois métodos sdao bem
diferentes

v Solucéo por Componentes Principais

Factor Analysis: M1

Principal Component

— F,: Todos os loadings positivos e grandes (exceto X,)
Habilidade atlética geral
- F,: Contraste entre habilidade de corrida e de arremesso
— F;: Contraste resisténcia (1500 m) com velocidade (100 m)
= Embora haja loading relativamente alto para salto com vara

- F,: E um mistério neste ponto

\ Solucdo por Maxima Verossimilhanca

Maximum Likelihood Factor Analysis of the Correlation Matrix

Unrotated Factor Loadings and Communalities

able Factorl Factor2
1

or3 Factord Communality
0,225 0% o,
1

- F,: Loadings de arremesso de disco e de peso sdo altos
Fator de forca
- F,: Corrida 1500 m tnica varidvel com loading alto
Fator resisténcia
- F;: Loadings de corrida 100 e 400 m sdo altos
Fator velocidade
- F,: Nio € facilmente identificdvel, embora possa ter algo com
habilidade de salto e for¢a nas pernas




A

AN
« Matriz de Residuos: R —LL’ -¥

\ Componentes Principais

Componentes Principais
0 -0075 -0030 0001 -0,047 -009 -0,027 0114 0051 -0016
0

0,075 0010 005 -0077 -0092 -0041 -0042 0042 0017
0,030 -0,010 0 0042 0020 0032 -0031 -0034 -0,158 0056
0001 0,05 0042 0 004 012 -0001 -0215 -0,02 0020
0047 0,07 -0020 -0,024 0 002 -0017 0067 003 -0001
0096 0092 -0032 0122 0022 0 0014 -0129 0041 007
0027 0041  -0031 -0001 0017 0014 0 0009 -0254 0062
0114 -0042 -0034 0215 0067 -0129 0,009 0 0005 -0,109
0051 0042 -0158 0,022 0036 0041 -0,25 -0,005 0 -0112
0016 0017 005 0020 0,091 007 0062 -0,109 -0,112 0

 Méxima Verossimilhanca

Maxima Verossimilhanca
0 0001 0000 0013 0017 -0014 0004 -0001 -0,020 -0,001

0,001 0 0002 -0004 0002 0009 -0021 -0,005 0003 0000
0,000 0,002 0 0005 -0002 -0004 0001 -0008 0001 0000
0013 -0004 0005 0 0029 0001 -0029 0002 -0,042 0002
0017 -0002 -0002 -0,029 0 0029 -0002 0008 0050 0003
0014 0009 -0004 0001 0,029 0 0037 -0001 -0010 -0,002
0004 0021 0001 0,029 -0,002 0037 0 004  -0003 0001
0001 0,005 -0008 0002 0008 -0,001 0041 0 002 -0001
0020 0003 0001 -0042 0050 -0,010 -0,003 0,092 0 -0004
0001 0000 0000 0002 0003 -0,002 0001 -0,001 -0,004 0

Rotacao dos Fatores

+ A matriz de covaridncia ¥ € reproduzida pelos
loadings fatoriais obtidos por transformacio
ortogonal, da mesma maneira que os loadings
iniciais.
v Matriz de covariancias estimada

L4+ =LTTL + ¥ = L1 + &
VIT =T'T=1
v L*: matriz de loadings rotacionados R R
\ A matriz de residuos permanece a mesma (h? e V)

S, -LL/ -¥=s,-LL' - ¥

A A
v Do ponto de vista estatistico € irrelevante obter L ou L*

+ Comentdrios:
\ Com a rotagdo, busca-se uma estrutura mais simples
- loadings originais podem ndo ter ficil interpretacio
v Ideal: encontrar um padrio de loadings tais que cada
varidvel carregue-se fortemente em um unico fator
(com loadings moderados nos outros fatores)
v Nem sempre € possivel obter esta estrutura mais
simples

10



Exemplo 9.8 — Examination Scores

 Lawley & Maxwell (1971)
\ Avaliagdes de 220 estudantes do sexo masculino

Vp=6

 Dados: BD_multivariada.xls/examination

+ Matriz de correlacdes:

Gaélico 1 0439 0410 0288 0329 0,248
Inglés 0,439 1 0351 0354 0320 0329
Histéria 0410 0351 1 0164 019 0,181
Aritmética 0,288 0,354 0,164 1 059 0470
Algebra 0329 0320 019  05% 1 0464
Geometria 0,248 0329 0,181 0470 0,464 1

« Solug¢do por Médxima Verossimilhanga:

Factor Analysis: M1
Maximum Likelihood Factor Analysis of the Correlation Matrix
Unrotated Factor Loadings and Communalities

Communality
0,

0,569
0,372

2,8151
0,469

v F,: reflete a resposta global dos estudantes a instrucéo
fator de inteligéncia geral

\ F,: nio é facilmente identificdvel
- Fator “Math — nonmath”

— metade positiva, metade negativa (fator bipolar)

+ Plot dos loadings fatoriais:

05~ I Hadrs
{ 5 [
04- b .
I
03~ ! g
/
02- ’
g o1 |/
/
L o
01- el
02 Tl
25l
04 01 02 03 04 05 06 07 08
"

\ Todos os pontos caem no primeiro quadrante

v Revelam-se mais claramente 2 clusters das varidveis

11



- Rotagfio hordria de 20°: 1 - { cosg - sing

—sing  coso

Rotacdo dos loadings:

] 0.9397 0.3420
T [=0.3420 00,9397

Unrotated Factor Loadings and Communaliti

Variable Factorl F

Communality
0,490
0,406
0,356
0,622
0,569
0,372

Variance
% Var

, 2,8151
0,148 0,469

es

 F,*: varidveis matematicas do teste com loading alto

- (despreziveis em F*,)

- Fator de habilidade matematica

\ F,*: varidveis de habilidade verbal com loadings altos
- Fator de habilidade verbal

« Comentarios:

VO fator de inteligéncia geral estd submergido dos
fatores F,* e F,*.

\' As comunalidades ndo se modificam

(fatores com e sem rotag@o)

Exemplo 9.9 — Preferéncia Consumidor

« (continuacdo exemplo 9.3)

VX,

\/ X,: Preco

VX,

: Aroma

\ X,: Adequado para lanche

v X,

: fornece muita energia

v Dados: BD_multivariada.xls/preferencia_consumidor

12



+ Solugdo por Componentes Principais:

Principal Component Factor Analysis of the Correlation Matrix
Unrotated Factor Loadings and Communalities
Variable Factorl Factor? Communality
var 1 0,560 0,816 0,9
var 2 0,777 -0,524 0,879
var 3 0,645 0,748 0,976
Var 4 0,939 -0,105 0,893
var 5 0,798 -0,543 0,932
Variance 2,8531 11,8063 4,6594
% Var 0,571 0,361 0,932
Lod

* ae
0,50
0,00
0,25

60 01 02 03 04 05 05 07 08 09
€3

 Rotacdo Varimax:

Rotated Factor Loadings and Communalities

Varimax Rotation

Factorl Factor2 Communality
0,020 0,989 0,
0,937 -0,011 0,879
0,129 0,979 0,976
0,842 0,428 0,893
0,965  -0,016 0,932
variance 2,5374  2,1220 4,6594
% Var ,507 0,424 0,932

\ F,*: Fator nutricional
Varidvel 4 estd mais alinhada com F*

v F,*: Fator sabor

« Comparagdo

Loadings Estimados
Originais___| Rotacdo

Varidvel L hi

Gosto

Preco

[Aroma

Adequado lanche

13



Exemplo 9.10 — Acées New York
Rotaciao
Continuacdo Exemplo 9.5
+ Taxas de retorno de 5 a¢des negociadas na Bolsa
de New York
v Periodo: jan/75 a Dez/76
- Observadas 100 semanas
v Acdes:
— Allied Chemical
— du Pont
- Union Carbide
- Exxon
- Texaco

v Dados: BD_multivariada.xls/acoes_NY

v Solugdo por Méxima Verossimilhanca

Factor Analysis: allied_chemical; du_pont; union_carbide; exxon; texaco

Maximum Likelihoo

r Analysis of the Correlation Matrix

nrotated Factor Loadings and Communalities

0,620
0,782 0,452

2,4338  0,5538

BRI
loadings:
e .
B am "
0,50 -_ .
oo & @ B

 Rotacdo Varimax:

Rotated Factor Loadings and Communalities
Varimax Rotation

variable Factorl Factor2 Communality
allied chemical 0,600 0,379 0,503
du_pont 0,851 0,164 0,751
union_carbide 0,641 0,338 0,525
exxon 0,363 0,510 0,392
texaco 0,208 0,879 0,816

« Matriz de Residuos:

m=2
0 -0,004 0,004 0,024 -0,004
-0,004 0 0003 0004 0,000
0,004 0,003 0 -0031 0,005
0,024 0,004 -0,031 0 0,000
-0,004 0,000 0,005 0,000 0

14



Loadings Estimados
Originais Rotagdo
Varidvel Ly Ly Ly L h?
Allied Chemical 0,687] -0,176 0,600 0,379 0,503
Du Pont 0,704] -0,506 0,851| 0,164| 0,751
Union Carbide 0,685 -0,234] 0,641' 0,338 0,525
Exxon 0,620] 0,086 0,363 0,510]] 0,392
Texaco 0,782 0,452 0,208 0,879| I 0,816
Variancia 2,434 0,554 1,670 1,318] 2,988
% variabili 48,7% 11,1% 33,4% 26,4%)| 59,8%)

v F,*: Inddstrias quimicas carregam fortemente

- Representam condi¢des econdmicas que afetam essas acdes
v F,*: Acoes de 6leo & gds carregam fortemente

- Representam condi¢des econdmicas que afetam essas acoes

v Rotagiio tende a destruir um fator geral

Exemplo 9.11 — Declato Olimpico

+ Continuagdo exemplo 9.6
v 160 observagdes multivariadas (139 atletas)
V Perfodo: 1948 a 1976
v Escores padronizados para cada um dos 10 eventos

\ Andlise Fatorial de R por componentes principais e
por mdxima verossimilhanca

\ Dados: BD_multivariada.xls/decatlo

V A distribuigdo dos scores padronizados sio normais
ou aproximadamente normais para cada um dos 10
eventos (Linden, 1977)

v Varidveis:

X
X,: Salto em distancia

: 100 m rasos

X;: Arremesso de peso
X,: Salto em altura

X5: 400 m rasos

X¢: 100 m com barreiras
X,: Langamento de disco
Xg: Salto com vara

X,: Langamento de dardo
Xi0: 1.500 m

15



v Solucéo por Componentes Principais

v Solugdo

Factor Analysis: M1

Principal Component F

iable Factorl
1 651
2 0,789
3 0,702
s
10

3,766 1,

5173 1,114
111

0,375 0,152

Lation

vatrix

or Maxima Verossimilhanca

Maximum Likelihood Factor Analysi

unrotated

2,3788
0,238

torz

Fact

Factor Loadings and Communalities

the Correlation Matrix

v Rotagiio Componentes Principais

Rotat
varin

varial

ed F.
ax R

Factorl Facto
4

2 Factors

0,1

or Loadings and Communalities
tation

v Rotagiio Maxima Verossimilhanca

Maximum Likelihood Factor Analysis

and Communalities

the Correlation Matrix

Variance 2,3788  1,8296 1,2648  0,5643

& var 0,238 0,183 0,126 0,056

Loadings Estimados
C Principais Maxima |
Varidvel 1, Lo | & Ly h? 6| L 1y A he |
100m rasos 0833[] 013 o156 0113 0837] o166 | o8l 0137|0816
0,631 0515 0,008 0,701] 284 |057987] 0,011 0,625
Arremesso de peso 0,245 | 03825 o148 osul | o927 _ 0157 = 0,066] 0,936
Salto em altura 0151 | o750] 0,077 0648 0,230 065275] 0,111 0,519
400 m rasos 0,797]| 0,075 0468 0870 o058 o709 0,340 _ 0,669
100 m com barreiras 0,409 0,635 0170 _0,618] 0,270| [057339] 0,069 0,449
dedisco | 0,186] | 0814 0079 0724 | 0723] 0133 0,009 0,569
Salto com vara 0,036 0,762 _0217] _0,660) 0,081| fos0208] -0,121] 0,294
f dedardo | _-0,048] | o73s]| 0310 - 0574] | o0431] o021] 076697 0,214
1.500m 0,045 0041 0112 | -093a 0888|0054 0,052 -0,11492] | -0963]| 0,946
Variancia 2,134 2,0_2_31 1941 1233 7332 1,771] 159 1577 1097 6037
% 21,3%|  202%|  19a%|  123%]  733%| 17,7% 159%| 158%] 11,04]  e04%

« Em ambos os métodos, os loadings fatoriais com
rotacdo apontam para 0s mesmos atributos
subjacentes

 Fatores 1 e 2 ndo estdo na mesma ordem

16



+ Solugdo de mdxima verossimilhanga -Interpretacao:
VF1* Arremesso de peso, lancamento de disco e
langamento de dardo.
- Linden (1977): explosive arm strength
v F2*#: 100 m rasos e 400 m rasos (salto em distancia)
- Linden (1977): running speed
v F3*: Salto em altura, 110 m com barreiras, salto com
vara e salto em distancia
- Linden (1977): explosive leg strength
v F4*: 1.500 m e 400 m rasos

- Linden (1977): running endurance

+ Plot dos loadings de maxima verossimilhanca com
rotagdo:

v Em geral, os pontos estdo agrupados ao longo dos eixos

Exemplo 9.12 — Calculo dos Scores
Fatoriais

+ Acdes New York

v Solugdo por Méxima Verossimilhanca de R

Rotated Factor Loadings
Matrix \Psi
599557 0,379038
851127 0,164465

0

0 1000000
640928 0,337589

0

0

1000000

496861 0
0
0,000000
0
0

0,
000000 0
000000 0
0,
0,

000000 0,000000 0,000000

363370 , 509725
207976 , 879263

000000
000000

,000000
1183642

cocooo

v Regressio: f=L"R'z
 Minimos quadrados ponderados: f= (L*‘I’

17



- Para o vetor de observagdes padronizadas:
Nz’ =[0.5; -1,40; -0,20; -0,70; 1,40]
v scores por regressao

0.50

—1.40
0.1838  0.6626  0.2188  0.0479 4).3(1.\'7)} 0,20 7[71.2113

f=L"Rz= __
0.0402  —0.I877 0.0164 0.1123  0.8553 1.398

—0.70
1. 40

\ Para cdlculo da matriz de dados

f‘/ — Z/Rilﬁ*

}

« Plot scores fatoriais:

Critérios para Determinacao do Valor de m

« Teste de hipdtese para auxiliar na decisdo do
nimero de fatores (m) que sdo suficientes para o
modelo de andlise fatorial

+ Suposigdes do teste:

 Os vetores aleatérios Z ¢ F t8m distribui¢do normal
multivariada

v Amostras de tamanho grande

18



« Teste

\ Hy: m fatores sdo suficientes vs.
H,: necessdrios mais que m fatores

+ Estatistica de teste (Bartlett, 1954)

T [” - 2])+1m+5] In (lLZLiRT \I’z\>
' Sob Hy: T ~ %y, com gl =% [(p — m)> — p — m]
v Para o teste ser valido gl > 0
-Sep=5m<2
-Sep=10,m<5

-Sep=20,m<14
 Para n grande e m pequeno em relagdo a p, o teste
tende a rejeitar HO ( indica aumento de m)

« Comentarios:

v Teste somente ¢ vilido para dados provenientes de
distribui¢do normal p-variada

v Para n grande e m pequeno em relagdo a p, o teste
tende a rejeitar H, (indicando o aumento de m)
- Baseando-se apenas na indicac@o do teste, a tendéncia serd
reter no sistema um nimero muito grande de fatores sem
necessidade

Exemplo 9.7 — Teste para valor de m

+ Acdes Bolsa New York (m = 2)
A A AN ,00000 0,57264 0,51223 0,41107
LL +¥=

57264 1,00000 0,60103 0,39311
51223 0,60103 1,00000 0,40497
41107 0,39311 0,40497 1,00000
45797 0,32162 0,43013 0,52375

1,00000 0,57692 0,50866 0,38672
0000 0, 0,38952

R = ’ . +52353
A A A 0,42563 0,52353 1,00000
ILL, +W¥I=0,194403¢elRI=0,193234
2(5) +4(2) +5], (0,194403 o
6 :| In < > =0,574

T=1100—-1-
00 0.193234

v Valor critico: gl=%4[(5-2)2—5-m] =1
%2,(0,05) = 3,84 =» Nio se rejeita H,
p-valor: P{yx?, > 0,574} = 0,448674

- Hy ndo deveria ser rejeitada em qualquer nivel razodvel
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Critério de Akaike
Akaike (1974, 1987)
+ Suposigdes:
v Dados provenientes de normal multivariada
v Envolve método de médxima verossimilhanca

+ Critério: escolhe-se o valor de m que minimize a
funcdo AIC
AIC = [— In(max{L(p, X)})]
V' Se dois métodos tem a mesma verossimilhanca, o

procedimento vai privilegiar o modelo com menor
ndmero de fatores

Critério Bayesiano de Schwarz
« Suposigdes:
v Dados provenientes de normal multivariada
v Envolve método de maxima verossimilhanga

« Critério: escolhe-se o valor de m que minimize a
funcdo SBC

SBC = [— In(max{L(p. X)})] + %ln(n)

v Os critérios AIC e SBC devem ser usados com cautela
- Em geral, indicam quantidade de fatores maior que a
necessaria
v Em geral, o critério SBC resulta em melhores solucdes
que o método Akaike

Matriz de Residuos

+ A observacdo da matriz de residuos:

 Muitas vezes, pode indicar quando o nimero de
fatores estd superdimensionado
v Ex.:

- Se m ndo for muito pequeno e a matriz de residuos estiver
préxima de zero, recomenda-se testar outras solu¢des para
m menores que o valor ji especificado
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« Importante:

' Andlise fatorial deve ser utilizada apenas se utilizada
em situagdes em que as varidveis originais sdo
correlacionadas

\ Consequéncia:

- Evitar solugdes com m elevado tal que determinados fatores
fiquem relacionados com uma tnica varidvel original

v Em situagdes em que aparecem fatores relacionados a
uma unica varidvel Z; é recomenddvel retirar a
varidvel Z; e reestimar o modelo de andlise fatorial

Validag¢ao do Modelo

« Andlise Fatorial estd fundamentada em
suposi¢cdes que nao podem ser verificadas a
priori:

v Linearidade e independéncia dos fatores
\ Interprgtagdo centrada na informagdo contida na
matriz L (estimada a partir da escolha prévia de m)

- E importante avaliar até que ponto a matriz L esta
representando corretamente a relacdo existente
entre as varidveis originais e os fatores do modelo

Estratégia para Analise Fatorial

Johnson & Wichern (2002)
+ Decisdes em qualquer Andlise Fatorial

\ Escolha de m, o niimero de fatores comuns
- Ha muitos testes de adequacdo assintéticos que sdo
apropriados apenas os dados que sdo aproximadamente
normais
- Os teste provavelmente rejeitardo o modelo para m pequeno
se o nimero de varidveis e de observacdes for alto
— Em geral a escolha € baseada em alguma combinagdo de:
= proporg¢do de varidncia amostral explicada
= conhecimento do assunto
= razoabilidade dos resultados
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v Escolha do método de solugdo e do tipo de rotagdo
- Séo decisdes menos cruciais
— A maioria de analises fatoriais satisfatorias sdo aquelas em
que:
= 530 tentados mais de um método de rota¢do

= os resultados confirmam substancialmente a mesma
estrutura

Roteiro

1. Execute uma Andlise Fatorial por componentes
principais
v Este método é particularmente apropriado para uma
primeira passagem pelos dados
v Procure observagdes suspeitas plotando os escores
fatoriais
-~ Calcule os escores padronizados e as distancias
quadriticas para cada observacao

v Tente rotagdo Varimax

2. Execute  Andlise  Fatorial de  Madaxima

Verossimilhanca,

\ (incluir uma rotagdo Varimax)

3. Compare as solugdes obtidas pelas duas anélises
fatoriais

v Os loadings se agrupam da mesma maneira?

V' Plote os escores fatoriais obtidos por componentes
principais vs. os obtido pela solugdo de maxima
verossimilhanga

4. Repita passos anteriores para outros valores de m

N Os fatores extras contribuem necessariamente para a
compreensio e interpretacdo dos dados?
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5. Para grandes conjuntos de dados, divida-os pela
metade e excute uma Andlise Fatorial em cada
parte

v Compare os dois resultados, com aquele obtido do
conjunto de dados completo

V' Verifique a estabilidade da solugio
N

A divisdo pode ser aleatdria ou deterministica

Exemplo 9.14

+ Medidas de ossos e cranios de frangos White
Leghorn

v Dados originais: Dunn (1928)

v Andlise fatorial elaborada por Wright (1954)

\ Varidveis:
Cranio Pernas Asas
y X,: comprimento y X;: fémur (comp.) y X: umero (comp.)
y X,: amplitude y X,: tibia (comp.) N X,: ctibito (comp.)

\ Dados: BD_multivariada.xls/frangos

« Matriz de Correlagdes amostral:

R (conjunto completo)

1,000 0,505 0,569 0,602 0,621 0,603

0,505 1,000 0,422 0,467 0,482 0,450

0,569 0,422 1,000 0,926 0,877 0,878

0,602 0,467 0,926 1,000 0,874 0,894

0,621 0,482 0,877 0,874 1,000 0,937

0,603 0,450 0,878 0,894 0,937 1,000
Ry (ny = 137) R, (n, = 139)
1,000 0,696 0,588 0,639 0,694 0,660 1,000 0,366 0,572 0,587 0,587 0,598
0,696 1,000 0,540 0,575 0,606 0,584 0,366 1,000 0,352 0,406 0,420 0,386
0,588 0,540 1,000 0,901 0,844 0,866 0,572 0,352 1,000 0,950 0,909 0,894
0,639 0,575 0,901 1,000 0,835 0,863 0,587 0,406 0,950 1,000 0,911 0,927
0,694 0,606 0,844 0,835 1,000 0,931 0,587 0,420 0,909 0,911 1,000 0,940
0,660 0,584 0,866 0,863 0,931 1,000 0,598 0,386 0,894 0,927 0,940 1,000
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« Solu¢do por Componentes Principais

Principal Component Factor Analysis of the Correlation Matrix

Unrotated Factor Loadings and Communalities

Variable Factorl Factor2 Factor3
,741 0 73

Rotated Factor Loadings and Communa.
Varimax Rotation

Factorl Factor2

Communality
199

lities

0,604 0,721 1,000
0,929 0,233 0,923
0,943 -0,17¢ 0,925
0,948 0,143 4 0,920
0,945 0,189  -0,047 0,930
4,4564  0,7824  0,4584 5,6973
0,743 0,130 0,076 0,950

Communality

0,355 0,902 0,999
0,211 1,000

0,218 0,923

0,251 0,925

0,2 0,920

0,264 0,930

e 03,4578 1,1198 5,6973
0,576 0,187 0,950

+ Solugdo por Componentes Principais

Componentes Principais

Loadings Estimados Loadings Estimados (Rotagdo) |

Variavel 1y 1, Ly 1y Ly Ly 7,
Comprimento 0741 0350 o573 0355 | o090
Amplitide o604 0721 -0340] 0235
Fémur -0,233]
Tibia
Umero
Cubito
Varidncia

% variabilidade

« Matriz de Residuos

Matrix M8

0,0000000
0,0002522
0,0055712
0,0028457
0,0051820
-0,0036794

0,0002522 0,0055712 0,0028457 0,0051820

-0,0000000  0,0031813 -0,0000630 -0,0027691 -0,0006024
0,0031813 0,0000000 0,0041433 0,0397322 0,0468809
-0,0000630  0,0041433 -0,0000000 -0,0478565 -0,0332595
0,0027691 0,0397322 0,0478565 0,0000000 0,0127770
-0,0006024 -0,0468809 -0,0332595 0,0127770 -0,0000000

0,0036794

« Solug¢do por Médxima Verossimilhanca

Factor Analysis: M1

Maximum Likelihood Factor Analysis of the Correlation Matrix

* NOTE * Heywood case

max Rotation

tated Factor Loadings and Communalities

able Factorl Factor? Factor3 Communality
1 0,468 -0,491 0,154 0,484
2 0,209 -0,808 0,066 0,701
3 0,887  -0,281 0,126 0,881
4 0,941 -0,336 0,026 1,000
5 0,816 -0,349 0,444 0,985
6 0,846 -0,314 0,310 0,910

3,3169  1,3061  0,3375 4,9605

\ Heywood Case: varidncia especifica da tibia = 0

- Replicar o resultado, usando a op¢do Heywood (SAS ou
similar)
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+ Solugdo por Maxima Verossimilhanga

Maxima Verossimilhanga
Loadings Estimados Loadings Estimados (Rotagdo)

Varidvel 1 L 4 4 1 4 b’ v |
Comprimento 0,602] 0279  0,209) 0,4@\__‘@ M o154 o484 o516
Amplitide 0467 0674 0172 0209 ososl| 0066 0701 0,299
Fémur 0926] 0054 02143 [0887] 0281 o126] 0881 0,119
Tibia 1,000 0000 0000 |og41f 0336 -o,ozé 1,000 0,000]
Umero 0874 0010 0470 |o816] 0349] 0444 0985 o015
Cbito 0894 0034 0331 o8 0314 03100 0910 000
Variancia 4001 053] 0424]  3317] 1306] 0338 4,961
% variabili 667%  89%|  71%| 553%| 21,8%] s56%| 827%

+ Matriz de Residuos

Matrix M9

0,0000000  0,0000290 -0,0033400 -0,0000000 -0,0005029  0,0052478
0,0000290  0,0000000 0,0013411 -0,0000000 0,0000741 -0,0010782
-0,0033400  0,0013411  0,0000000 -0,0000000 -0,0001735  0,0008743
0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
0,0005029 0,0000741 0,0001735 0,0000000 0,0000000 0,0001086
0,0052478 -0,0010782  0,0008743 -0,0000000 -0,0001086  0,0000000

« Comentarios:

\ Ap0s a rotacdo, os dois métodos de soluciio parecem
fornecer resultados diferentes
\ Componentes principais:
- F,: Todos os fatores, exceto X, e X,.
- F, e F5: cada um com uma tnica variavel
- Solugdo por trés fatores comuns parece estar garantida
(F; explica uma quantidade significativa da variancia)
\ Maxima Verossimilhanca:
- F,: Todos os fatores exceto X, e X,
- F,: Dimensdo cabega (X, e X,)
- F;: ndo € claro (provavelmente ndo é necessdrio)
— Matriz de residuos com elementos bastante pequenos
(retencdo de 3 ou menos fatores)

+ Plot dos escores de F, e F,

' Escores por Minimos Quadrados Ponderados de estimavas
de maxima verossimilhanga com rotacdo

Figure 9.5 actor s o the st wo ot ofcicen e it
- Gréficos deste tipo permitem identificar observagdes que
ndo sdo consistentes com o restante das observacdes
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+ Plot dos escores fatoriais obtidos por componentes
principais e por maxima verossimilhanga

v Se os loadings de um particular fator concordam entre
si, os pares de escores deveriam se agrupar proximos a
identidade

v Conjuntos de loadings que niio concordam produzirio
escores fatoriais que se desviam deste padrdo

- Usualmente, associado com o dltimo fator, podendo sugerir
que o nimero de fatores é muito grande

(tltimos fatores ndo significativos)

' F, — Componentes Principais vs. Maxima Verossimilhanga

Figua 5.

& v
evatad by peircipnl corepaner

' F,— Componentes Principais vs. Maxima Verossimilhanga

\

A remogao do ponto

[39,1;39,3; 75,7; 115; 73,4; 69,1]
ndo altera substancialmente os
loadings

figere 8.5 (

\ Uma das observacdes nio é consistente com as demais
- Tem score incomumente alto
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\/ F;— Componentes Principais vs. Maxima Verossimilhanca

Sec. 9.6 Penpactives ard 1 Sratecy for Factar Anabyss 563

Fiyurs 5.6

v Aparentemente, o 3° fator nao € necessdrio

+ Divisd@o do conjunto de dados em duas partes
iguais (o conjunto de dados € grande)

 Matrizes de correlagdo

v Estimativas ~ dos loadings por Componentes
Principais com rotacdo (m=3)

Componentes Principais - Loadings ¢/ Rotagdo

12 Conjunto (n, = 137 obs.) 22 Conjunto (n, = 139 obs.) |

Varidvel L | b | & h |
Comprimento 0,360 03el | 0853]] 0,988
Amplitide 0,303 | oso9l| 031
Femur 0914]| 0238 0175 0,
Tibia o0877|| 0270|0242
Umero 0,830[| _0247] 0,395
Cubito os7i|| 0231 033
Variandia 3273 1182 1180 s,
%variabilidade | _ 54,6%| 19,7%| _19,7%| 93,9%

- Os resultados das duas metades sdo bastante similares
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« Conclusodes

\ Fatores F,* e F;* trocam de posi¢io, mas
coletivamente representam as dimensdes da cabeca
v Fator F,* aparenta ser dimensdes do corpo
(pernas e asas)
VA solucdo ¢é estdvel
— E a mesma interpretagio dada pelo conjunto completo
\ Parece que modelo com um ou dois fatores &
suficiente para ajustar os dados

Outras Medidas de Ajuste do Modelo

\ Critério de Kaiser-Meyer-Olkin (KMO)
V Teste de Esfericidade de Bartlett paraR

Critério de Kaiser—Meyer—Olkin

v Rencher (2002) sugere que para um modelo de
Andlise Fatorial possa ser ajustado adequadamente
aos dados € necessirio que R™! seja préxima da
matriz diagonal
- O coeficiente KMO baseia-se nesse principio

{ — Zf#.l RE/

KMO = m

VR; = Corr(X;, X))

\ Q; = Correlagdo parcial entre 2 varidveis quando
todas as outras varidveis sdo consideradas constantes

\ Q; = zero » KMO =1 = R! = diagonal
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+ Adequabilidade do ajuste de um modelo de
Analise Fatorial (Rice, 1977)
v modelo adequado: KMO > 0,8
\ modelo excelente: KMO > 0,9
v modelo péssimo: KMO < 0,5

Teste de Bartlett

« Teste de Esfericidade da matriz de correlagdo
v Suposigdes:
- varidveis provenientes de distribui¢do normal multivariada
- modelo de Andlise Fatorial pressupde que as varidveis
respostas sao correlacionadas entre si
 Teste de hipétese para verificar se a matriz de
correlacdo populacional é préxima ou ndo da
identidade

+ Hipéteses:
\/HO: p=Ivs H:p=#I
- Estatistica de teste:
P
T=- [71, - é(2p+ 1)] Zln;\,

i=1
AN
v A;: autovalores da matriz de correlagéo amostral R
+ Sob Hy: T ~ %%y

v Para se ajustar o modelo de Anélise Fatorial, o teste
de Bartlett deve rejeitar H,,.

comgl=Y2p(p-1)
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Comentarios

+ Andlise fatorial permanece muito subjetiva

v Exemplos em que o modelo oferece explicacdes
razodveis em termos de poucos fatores interpretdveis

v Infelizmente o critério para julgar a qualidade de
qualquer andlise fatorial nd3o tém sido bem
quantificado

« A qualidade do ajuste parece depender do
critério Huau (wow)

N Huau, eu compreendi estes fatores

Referéncias

Bibliografia Recomendada

« JOHNSON, R. A.; WINCHERN, D. W. Applied
Multivariate Statistical Analysis. Prentice Hall, 1998

« MINGOTI, D.C. Andlise de Dados através de Métodos
de Estatistica Multivariada. Ed. UFMG, 2005.

« LATTIN, J.; CARROLL, J. D.; GREEN, P. E. Andlise
de Dados Multivariados. Cengage, 2011.

30



